
Copyright (c) 2006  宮田明則技術士事務所 1

　　ベクトル、勾配、発散、回転ほか
1.ベクトル

1.1 和、差

1.1.1 ベクトルとは

1.1.2 ベクトルの成分

1.1.3 ベクトルの和、差

1.2 スカラー積、ベクトル積

1.2.1 スカラー積

1.2.2 ベクトル積

　　 1.2.3 二次元複素数表示ベクトルのスカラー積、ベクトル積（追加）

1.3 スカラー三重積、ベクトル三重積

　　　1.3.1 スカラー三重積

1.3.2 ベクトル三重積

　1.4 いろいろなベクトル

2. 勾配、発散、回転

2.1 勾配(∇Φ, grad Φ)
2.2 発散(∇ ・A,  div A)
2.3 回転 (∇ × A,   rot A, curl A)

3. ガウスの定理(体積分 面積分)
4. ストークスの定理(面積分 線積分)
5. グリーン（・ガウス）の定理(部分積分)
6. その他の主要公式
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1.ベクトル

1.1 和、差

1.1.1 ベクトルとは
　ベクトル(vector)は大きさと方向を持つ量である。
これに対し、スカラー(scalar)は,大きさだけを持つ
量、すなわち1個の数値である。

1.1.2　ベクトルの成分

　ベクトルは、直交座標系の各軸に平行な成分
で表す。ベクトルを A としその x, y. z 成分を、
Ax, Ay, Az とすると、各軸に平行な大きさ 1 の基
本ベクトル、i, j, k　を用いて、

A = Axi+Ayj+Azk
あるいは、
A = (Ax, Ay, Az)
と表す。
また、行列を使って、

図 1.参照
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図 1. ベクトルAとその成分
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1.1.3 ベクトルの和、差（図2 参照）　　　　　　　　　
　和(差)：成分ごとの和(差)　　　　　　　　　　　　
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1.2 スカラー積（内積）、ベクトル積（外積）

1.2.1 スカラー積（定義、図. 3 参照）
ベクトル A とベクトル B とのスカラー積
は、 A・B と書き、値は成分ごとの積和
で定義される 1 個のスカラーである。

すなわち、

これは、ベクトルA, B のなす角度をθ
とすれば、AB cosθに等しい。A, B は
両ベクトルの大きさである。
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図 3. スカラー積

1.2.2 ベクトル積（定義、図. 4 参照）
ベクトル A とベクトル B とのベクトル積は、 A×B と
書き、成分が次式で定義される1個のベクトルである。

A×B の方向は、A, B に垂直で、かつ A から B に右

ねじを回したとき右ねじの進む向きとする。ベクトル積
は行列式を使って次のようにも表せる。

A×B の大きさは、A, B が作る平行四辺形OAPBの面

積に等しい。
B×A ＝－ A×B が成り立つ。(順序が変ると符号が変る)
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図 4. ベクトル積
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1.2.3 二次元複素数表示ベクトルのスカラー積、ベクトル積
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手前向きである。すなわち、紙面に垂直

向回転で右ねじの進む方向きとして、

のの向きは、ベクトル積のベクトル
。に等しいことが分かる
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比較して、上の行列表示の場合と
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1.3 スカラー三重積、ベクトル三重積

1.3.1 スカラー三重積(図. 5 参照)
　ベクトル積と別のベクトルとのスカラー積
をスカラー三重積といい、三つのべクトル
が作る平行 6 面体の体積に等しい。

B sinθ

図 5. スカラー 3 重積

θ

A

B
C cosφ

A×B

O
P

C
φ

( ) ( )
( )
( )

( ) ( ) ( )

ると体積。この二つを掛け合わせ
は高さ、は底面の面積、 φθ
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1.4 ベクトル三重積　　　　　　　　　

これはベクトルである

( ) ( ) ( )BACCABCBA •−•=××

1.4 いろいろなベクトル

軸性ベクトルと極性ベクトル
速度、電界など元々大きさと方向を持つベクトル
を極性ベクトルといい、これに対し、面積ベクトル
や角速度ベクトルのように、回転方向と右ねじの
関係で方向を定義するベクトルを軸性ベクトルと
いう。

図 6.軸性ベクトル

閉曲線 C

S
大きさ=面積
方向=Cの回転と右ねじ

面積ベクトル S

ω

角速度ベクトルω
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2. 勾配、発散、回転

2.1 勾配(∇Φ, grad Φ)
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の勾配を表す。

な方向はそれぞれの軸に平行

様に、で表されるときは、同
などが位置の関数次元座標に対し、温度

ある。

で軸に平行な方向の勾配は同様に、

を表す。軸に平行な方向の勾配は

のときは、

は、高さの変化量
になる。

、に移ったとき、高さはら
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と重力位置エネルギー勾配の例 .2

( )位置エネルギーの勾配重力

すなわち、

これから、

は、物体に働く重力
と、ルギーの物体の持つ位置エネ

の高さにある質量基準点から
とすれば、を重力場で重力の加速度
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2.2 発散(∇ ・A,  div A) 図11. 参照

図 11. 発散 ∇ ・A
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2.3 回転 (∇ × A,   rot A, curl A) 図12 参照
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すなわち、速度ベクトル A の回転(rot A) は角速度ベクトルの2倍を表し、回転に関係していることがわかる。

回転の意味を調べるため、 XY平面内を一定角速度ω(成分0, 0, ω) で回転する物体があって、
物体内の一点を位置ベクトルr(成分　x, y, 0)で表すと、その点の速度ベクトルAは、A=ω×r
となる(図 12)。Aを求めると、

図 12. 回転
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3. ガウスの定理(体積分 面積分)

ベクトル
法線長さの外向き単位は閉曲面

という。
をガウスの定理次式が成り立つ。これ

についてとそれを包む閉曲面立体
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図 13. ガウスの定理
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4. ストークスの定理(面積分 線積分)

( )

の単位接線ベクトルは閉曲線

法線ベクトル長さの単位は曲面

定理という。
をストークスの次式が成り立つ。これ

についてとそれを囲む閉曲線曲面
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図 14. 
ストークス
の定理
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残る。すなわち、
い、最外側の分だけがと隣接部分は打消しあ

行しそれらを合計するれについて線積分を実

に分割して、それぞを無数の無限小長方形

の線積分を行うと、廻りに

、反時計を囲む閉曲線に沿って下図で、

示す。平面への射影を下図に

を考え、そのと、その中の微小面積面

で囲まれた曲に示すように、閉曲線図
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) とも書ける。

を使うと、スカラー三重積の性質
。しいということであるベクトルの線積分に等

の曲面を囲む線上での曲面上の面積分が、そ

は、ベクトルの回転のが得られる。この意味

すなわち、

成分。のの単位接線は

と、について行い合計する
成分射影、成分射影、これを、

成分の
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ストークスの定理の応用例　１、図 15
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を求める。の点での磁界半径
から長直線状電流これを利用して、無限

用すると、ストークスの定理を適
についてとそれを囲む閉曲線ある曲面
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ストークスの定理の応用例　2、図 16
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5. グリーン（・ガウス）の定理(部分積分)

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
法線ベクトル長さの単位は曲面

ⅱ

ⅰ

の定理という。はグリーン・ガウス
またれをグリーンば次式が成り立つ。こ

とすれスカラー関数を　
においてとそれを囲む閉曲面領域
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から、すなわち、

分積分公式となる。式は、一次元では、部ⅲ

グリーン（・ガウス）の定理または部分積分公式は、
有限要素法で活用される。
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6. その他の主要公式


	　　ベクトル、勾配、発散、回転ほか

